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Predgovor

Covjek je oduvijek shvac¢ao koliko je vazno uolavati predmete, druga Ziva bica i
procese u prirodi zbog odrZanja Zivota svoje vrste. Zakljucio je kako je neke predmete vec
negdje primjetio i poceo ih primjenjivati u svom Zivotu. Covje&jem oku, iako je kadar
vidjeti tek mali dio spektra, omoguceno je da vidi koliko su predmeti u prirodi sli¢ni,
pocevsi od stabla koji ima listove nalik malom drvecu do velikih valova koji se razbijaju o
obalu i ¢ine male valove.

Razvojem znanosti, kako biologije, kemije, fizike, tako i mnogih grana matematike i
racunalstva, lakSe nam je shvatiti kako svijet koji nas okruzuje funkcionira i kako ta
saznanja mozemo primjeniti u svojoj buducnosti.

Platon je prirodu pokuSao objasniti pomocu pet pravilnih ¢vrstih tijela. Tako smo
dobili teoriju da su planine piramide, kamen da je kocka, sunce je kugla, no ubrzo se
primijetilo da je takva teorija nemoguca jer je u prirodi nemoguée pronaci pravilna tijela.
Planine, kamen i sunce imaju nepravilne oblike, nabore, udubljenja i1 izbocCine. Svijetu u
kojem zivimo nisu prirodeni glatki rubovi i ne mozemo reéi da je svijet porubljen. U
prirodi su glatke plohe iznimka. Pa ipak, mi smo prihvatili geometriju §to opisuje oblike
koji se tek rijetko mogu pronaéi u stvarnome svijetu. (slika 1/4)

Euklidova geometrija opisuje idealne oblike — kruznicu, kuglu, kocku, kvadrat koji se
danas mogu pronaéi samo kao djelo ljudskih ruku, a ne prirode. (slika 2/5)

2000. godina nakon Platona i njegove teorije, Benoit
Mandelbrot objavio je otkrice koje je promjenilo
dotadasnje shvacanje prirode u pravilnim oblicima. Uveo je
pojam fraktala kao osnovne jedinice nepravilnih prirodnih
oblika. Fraktalima se sluzi i fraktalna geometrija.
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1. UvOD

Kako bi $to bolje shvatili Sto su fraktali, upoznat ¢emo se sa znanstvenicima koji su
svojim idejama poravnali putove Mandelbrotu. Upoznat ¢emo 1 samog Benoita
Mandelbrota, okruzenje u kojem je odrastao i kako je od neshvaéenog znanstvenika postao
Cijenjenim genijem. U¢i ¢emo u trag postupku izraCunavanja samih fraktala, vidjeti gdje ih
mozemo pronaci u prirodi i kakva je njihova primjena bila u proSlom, a kakva je u
danasnjem vremenu.

Fraktali su sve $to nas okruzuje, fraktali smo i mi sami. Ako zelimo nauciti nesto vise
o sebi, fraktali su osnovni pokazni materijal kojim se mozemo sluziti na putu do nas samih.



2. STO SU FRAKTALI?
2.1. Podrijetlo i definicija fraktala
2.1.1. «Fractus»

Rije¢ «fraktal» 1975. prvi put je upotrijebio poljsko — francusko — americki
matemati¢ar Benoit Mandelbrot (r. 1924. godine) kako bi opisao oblike koji «iskazuju
detalje u svim mjerilima».1 Preuzeo ju je iz latinskog jezika, a sama rije¢ «fractus» sugerira
na nesto slomljeno, prekinuto i rascijepljeno.

Fraktali se mogu definirati kao slike nastale ponovljenim matemati¢kim ra¢unom ili
geometrijskom konstrukcijom. Oni su obiljezeni beskona¢no sitnim detaljima,
beskona¢nom duljinom i derivacijom.2 Fraktal je geometrijski oblik slican samome sebi
(fraktalno prije svega znaci — slicno samome sebi).

2.1.2. Fraktalna geometrija

Fraktalna geometrija je geometrija nepravilnih oblika koje nalazimo u prirodi. Ona je
produzetak klasi¢ne geometrije. Ne zamjenjuje ju, ve¢ je nadopunjuje i produbljuje njezine
daljnje mogucénosti.

Razvojem tehnologije, a time i racunala povecala se moguc¢nost uporabe fraktalne
geometrije u detaljnom oponasanju prirodnih oblika — od morskih Skoljaka do galaksija.
Fraktalna geometrija novi je jezik kojim se danasnji matematic¢ari mogu sporazumjevati.

Najveca Zelja matematicara koji se bave ovim podruc¢jem jest da ¢e jednom fraktalna
geometrija omoguciti matematicko izraCunavanje oblika u prirodi, npr. oblaka s istom
lakoc¢om kao Sto arhitekt moze to¢no racunski odrediti oblik kuce. Znanstvenici Zele svoje
znanje prenositi na nove generacije 1 omoguciti da se sluzenjem jednostavnih formula
dosegnu nevjerojatni oblici i boje koje ¢ine prirodu.

2.2. Zaceci otkrivanja fraktala kroz povijest

2.2.1. Klasi¢na geometrija

Klasicna geometrija preteca je fraktalne
geometrije. Postavio ju je oko 3000. g. pr. Kr. poznati
matemati¢ar Euklid iz Aleksandrije. Oblici koje je
Euklid proucavao — pravci i kruznice - tako su
uspjesno ubjasnjavali svemir da su znanstvenici slijepo
zanemarili njihova ograni¢enja. Sve uzorke koji nisu
pristajali uz Euklidovu shemu proglasavali su
«protuintuitivnimay ili ¢ak «patoloskimay. (slika 3/9)

Daljnjim zanimanjem istrazivaca doSlo je do velikog broja novih ideja koje se,
naravno, nisu tek tako mogle odbaciti.

! Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 7.
2 Derivacija je nedostatak glatkoée, hrapavost.



U 19. stolje¢u doslo je do otkri¢a nove vrste geometrije koja je «mogla opisati i one
aspekte svijeta koji su na Euklidovom jednostavnom jeziku neizrecivi».” To otkrice
mozemo zahvaliti trojici matematiara: Karlo Weierstrass (1815-1897), Georg Cantor
(1845-1918) i Henry Poincaré (1845-1912).

2.2.2. Otkric¢a Keplera, Hallya, Newtona i Leibniza

Ne smije se zaboraviti ni one koji su svojim spoznajama omogucili ovoj snaznoj
trojici da dodu do novih otkrica.

U prvom redu tu se nalazi svima vrlo poznata li¢nost — Johannes Kepler (1571-1630)
koji je prvi shvatio da planeti opisuju elipticne orbite, a ne savrSene kruznice.

Edmond Halley je naslutio da se eliptine staze mogu objasniti zakonom obrnutog
kvadrata. No, u to vrijeme jo$ nisu bila izumljena nuzna sredstva za dokazivanje takve
teorije.

Sir Isaac Newton (1642-1727) uveo je novu metodu zakljuéivanja kako bi lakse
mogao objasniti kompleksna gibanja projektila i planeta. Ta se metoda temeljila na ideji
infinitezimalnih veli¢ina.* Pomoéu nje dosegao je i svoju Suvenu teoriju opée gravitacije.

U isto vrijeme kad i Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) smislio je viSu
matematiku ¢ije se formulacije i danas koriste.

2.2.3. ViSa matematika i integralni racun

ViSu matematiku ¢ine: diferencijalni i integralni racun. «Diferencijalni ra¢un daje
derivaciju® neke varijable. U cijelom tom sustavu klju¢na je brzina promjene. Npr. inflacija
je brzina promjene cijena: prva derivacija prosjecne cijene. Ili, brzina gibanja je brzina
promjene polozaja tijekom vremena: prva derivacija polozaja. Druga derivacija poloZaja,
brzina promjene brzine, naziva se akceleracija (ubrzanje).»

Integracija nam je uvelike potrebna kod izraCunavanja fraktala. Ona je obrnuta
racunska operacija od diferencijacije. «Buduce vrijednosti varijable (promjenjive veli¢ine)
mogu se naci integrirenjem, ili zbrajanjem, njezine brzine promjene u svakom trenutku
vremena. Sustavi kojima upravljaju prirodne sile (npr. gravitacija) mogu se analizirati
pomocu brzine kojom se mijenjaju.»7 Zbroj tih promjena odreduje daljnju evoluciju tog
sustava.

Iz viSe matematike proizaSla su 3 Newtonova zakona gibanja i elektromagnetske
jednadzbe Jamesa Clerka Maxwella. Njegove metode odnosile su se na glatke krivulje.
«Smatralo se da se svaka krivulja s pregibima ili Siljcima moZe rastaviti na odvo_gene glatke
dijelove, na koje se onda mogu primijeniti diferencijalni i integralni ra¢un.»” Pitanje o
krivuljama koje su se sastojale samo od izoliranih uglova nije se uopée ni postavljalo.

* Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetnike; Zagreb, 2008., str. 9.
* Infinitezimalna veli¢ina je is¢ezavajuce mala velidina.

> Derivacija je brzina promjene.

® Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetnike; Zagreb, 2008., str. 11.
” Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetnike; Zagreb, 2008., str. 11.
8 Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetnike; Zagreb, 2008., str. 13.



2.2.4. Beskonacna djeljivost

Tisu¢ama godina filozofe je zbunjivalo pitanje beskonacne djeljivosti, koje je
dotaknuo i sam Newton.

Zenon iz Eleje (oko 490. do 425. godine pr. Kr.) zamisljao je odapetu strijelu na
njezinom putu prema cilju. (slika 4/12)

Zenon Iz Eleje (oko 490-425. godin¢
prije Krista) zami$ljao je odapetu

strijelu na njezinom putu prema cilju

Prije nego stigne na odrediste, sirijela mora
najprije doset! todku na polovici puta.

No prije no &to tamo stigne, mara doéi
do to&ke koja je na polovici te udaljenosti
l ... | tako dalje. Taj naéin zakljutivanja ad infinitum

l odito vodi na zakljusak da strijela neée ni napustiti polaznu togku.

I Zenon je zakljugio da je u naravi gibanja paradoks.

Prije nego stigne na odrediste, strijela mora prvo doseci to¢ku na polovici puta. No,
prije nego stigne tamo, mora do¢i do tocke koja je na polovici te udaljenosti, 1 tako dalje...

Takav nacin zakljucivanja «ad infinitum» vodi na zakljucak da strijela neée ni
napustiti polaznu tocku.

Tu su zagonetku odgonetnuli August Louis Cauchy i njegov u¢enik Karl Weierstrass
uklanjanjem tih beskona¢no malih veli¢ina.

2.3. Prvi fraktal
2.3.1. Otkri¢e 1. matematickog fraktala

Prvi fraktal otkriven je 1861. Otkrio ga je, ve¢ spomenuti Karl Weierstrass. Njegova
potraga za apsolutnom strogo$¢u dovela ga je do otkri¢a neprekinute funkcije; funkcije
koja nem derivaciju, tj. do krivulje koja se sastoji samo od uglova. Ni u jednoj tocki nije
bilo moguce odrediti njezinu brzinu promjene.

Za znanstvenike viSe matematike tog doba otkrice ovakve krivulje bio je Sok.
«Smatralo se da je Weierstrassova funkcija iznimka, «patoloSki» proizvod ljudskog uma
koji nije nalik ni¢emu u prirodi.»’

Tako su Weierstrass i njegov ucitelj Cauchz razvili novu granu matematike zvanu
analiza. Krenulo se u potragu za preciznim odredenjem broja 1 neprekinutosti.

% Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetnike; Zagreb, 2008., str. 14.



2.3.2. Cantor i njegov skup

Znanstvenike je zbunjivala beskonacnost. Ona je zahtjevala gotovo dogmatski pristup
kojemu matematicari nisu bili skloni.

Georg Cantor, jedan od «pionira suvremene teorije skupova»,10 do kraja svog zivota
istrazivao je pitanje prirode kontinuuma.'’ Cantorovi su argumenti pretpostavljali
postojanje razli¢itih tipova beskonacnosti. U te argumente ubraja se i njegov dokaz da
realnih brojeva ima vise nego cijelih brojeva.

1883. godine Cantora je njegova potraga za smislom neprekinutosti dovela do skupa™
koji je, ustvari jedan od prvih fraktala koji su prouc¢avani matematickim metodama. Iako se
zna da je taj skup otkrio Henry Smith, profesor geometrije u Oxfordu 1875., danas taj skup
nosi naziv «Cantorov skupy.

2.3.3. Izracunavanje Cantorova skupa

Odredivanje Cantorova skupa vrlo je jednostavan postupak: ako se uzme duZzina i
ukloni se srednja tre¢ina te duzine, preostaju dvije jednake duzine. Na isti se nacin ukloni
srednja trecina iz svake od tih dviju duzina. Ponavljanjem postupka beskona¢no mnogo
puta, dobiva se Cantorov skup. (slika 5/20)
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»Cantorov skup nema duljine ni unutrasnjosti. Svaki se njegov dio sastoji gotova
iskljucivo od 1'upa.»14 Iako ga ¢ini mnostvo razdvojenih tocaka, taj je skup neprebrojiv.U
njemu ima toliko to¢aka koliko ih ima u duzini iz koje je izvucen. «Svaka je njegova tocka
«gomiliste» ili «grani¢na tockan.'® To zna¢i da se u susjedstvu te tocke, koliko god mala
ona bila, nalazi beskonacan broj drugih tocaka skupa.To je Cantor nazvao «savrSenim
skupom.» «Savrseni skup jednak je skupu granicnih tocaka.»

19| esmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 18.

1 Kontinuum je idealan, beskonaéno djeljiv prostor, koji je nuZan za razumijevanje teorije kontinuirane
promjene

12 Cijelih brojeva ima beskona&no mnogo!

13 Rije& «skup, eng. «set» ima u engleskom jeziku vise razli¢itih znacenja nego ijedna druga rije¢ u
engleskom jeziku. Oxford English Dictionary nabraja 126 natuknica, od kojih mnoge opisuju grupe ili zbirke
objekata.

“L_esmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 20.

1> esmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 21.

16 |_esmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 21.



2.3.4. Peanova krivulja

Kako Cantorov skup nema ni duljine ni unutrasnjosti, matematicari su krenuli u
potragu za dimenzijom. Giuseppe Peano (1858- 1932) otkrio je 1890. godine «krivulju
koja ispunjava prostor.» Konstruirao je idealiziranu krivulju koja se uvija na sloZzen nacin,
da dotice svaku tocku u cijeloj ravnini. Dakle, krivulja je neprekinuta. (slika 6/22)

AKO_JE
POKUSATE
ACRTAT,

..POPUNIT CE
CITELU RAVNINU
PAPIRA

2.3.5. Samosli¢nost

Na prvi pogled Cantorova skupa, ¢ini se kao da se sastoji od dvije male kopije
samoga sebe. To se svojstvo zove samoslicnost. «Bilo koji dio duZine 1 sam je duZina,
istovjetna prvobitnoj duzini, U svemu, osim u faktoru umanjenja.»

Vecina euklidskih oblika nema to svojstvo: luk kruznice sam za sebe nije kruznica.
Stranica trokuta nije trokut. Ipak, priroda je stvorena od oblika samosli¢nosti: stabla, oblaci
i planine sli¢ni su svojim vlastitim manjim dijelovima.

2.3.6. Kochova krivulja

1904. godine Helge von Koch (1870- T e
1924) izmislio je krivulju snijezne pahuljice, J§ Korak0 Inicijator
kojom je dokazao svojstvo samoslicnosti.
Definirao ju je kao granicu beskonacnog niza
sve jaCe 1 jaCe «naboranih krivulja.» Ona je
beskonacno duga, unato¢ tome S§to je smjesStena
unutar konacne povrsine. Ni na jednom mjestu
nije glatka niti ima tangentu. Presijece li se
krivulja pod odredenim kutom, otkriva se
beskonac¢nost Cantorova skupa. (slika 7/26)

Generator

Koch nije ni slutio da se pomocu
njegove krivulje mogu savrSeno oponaSati

oblici stvarnog svijeta, poput obalne linije ili
arterije.




2.3.7. Dimenzija sli¢nosti (slika 8/27)

CANTOROV
SKUP

DUZINA KOCHOVA KRIVULJA

DVIJE koplje same sebe TRI koplle same sebe [l CETIRI kopile same sebe 1/3
1/3 pocetne velicine /3 pocetne veligine pocetne velicine

- Dimenzija manja od 1 Dimenzija veéa od 1

Cantorov skup sadrzi dvije kopije samoga sebe umanjena za jednu tre¢inu. Kochova
krivulja sastoji se od cetiri kopije same sebe umanjena za tre¢inu. Tako Cantorov skup lezi
s jedne, a Kochova krivulja s druge strane duzine. Kochova se krivulja nalazi izmedu
duzine 1 kvadrata. Zauzima viSe prostora nego duzina, ali manje nego kvadrat. Kochova
krivulj lezi negdje izmedu prve i druge dimenzije. Time se moze odrediti pojam dimenzije
sli¢nosti.

2.3.8. Fraktalna dimenzija i sli¢nost (slika 9/28)

DUZINA KVADRAT KOCKA

PODUELJENO

i

2
SAMOCA 2'

BRO) 3
KOPUASAMOGA -

SEBE 3

000
wiol LT |l
0

«Kocka, koja je trodimenzionalna, moze se podijeliti u osam (dva na tre¢u) manjih
kocaka. Ako je dimenzija nekog objekta poznata, tada potencije ili eksponenti omogucéuju
da doznamo koliko manjih kopija sadrzi taj objekt. Neki n-dimenzionalni oblik je
sastavljen od m” kopija samoga sebe umanjenih m puta.»'’

Logaritmi su obrati eksponenata i omogucuju nam da izra¢unamo dimenziju objekata.
Kochova krivulja sadrzi Kochove krivulje umanjene na tre¢inu. Njezina je dimenzija log4/
log3, tj. oko 1.26.

Y"LLesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 28.
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Cantorov skup se sastoji od dva Cantorova skupa umanjena na tre¢inu. Njegova je
dimenzija log2/log3, tj. oko 0.63.

1. dimenzija se odreduje na sljede¢i nacin: zadana je N duzina i1 podijeljena na n
jednaka dijela, svaka je duljine r, &Gime je Nr' = 1.

, 2. dimenzija takoder sadrzi N duzinu koja je podijeljena i1 svaka je duzina duljine %
Nre=1.

3. dimenzija definira se na sli¢an naéin, s tom razlikom da je kocka podijeljena na N
kocaka i svaka je odredena volumenom od r°, &¢ime je Nr° = 1. Time se fraktalna dimenzija
moze definirati kao Nr° = 1.

Felix Hausdorff je 1919. godine prosirio pojam dimenzije sli¢nosti tako da obuhvaca
sve oblike, a ne samo one koji su «egzaktno samosli¢ni.»

Za fraktalne oblike koji leze izmedu dimenzija, Hausdorffova dimenzija je razlomak.
Budu¢i da razlikuje nefraktalne i fraktalne oblike, Cesto se naziva i fraktalnom dimenzijom.

2.3.9. Mjerenje fraktalne dimenzije

Najjednostavniji nac¢in mjerenja fraktalne dimenzije krivulje jest «metoda brojanja
kutija.» (slika 10/30)

duZina

\

10 kvadratica 20 kvadratica
fraktalna dimenzija je log(20/10)/log(2)=1
Julijin skup

[ _' oL ]

P
Il

A
Yy
-t

L
|

27 kvadratica 60 kvadratica
fraktalna dimenzija je log(60/27)/log(2)=1,152

- log(4)logl4)= 1
Krivulja se prekrije mrezom malih | Fe¥ese=tomsioss. & o~

kvadrati¢a 1 prebroji se kroz koliko kvadrati¢a \Lj“"'“\-w} 4— loglog24)= 1.125107714...

prolazi. Postupak se ponavlja za sve manje i [~ o 12;§;;;“-_.

manje kvadratice. «U granicnom slu¢aju

fraktalne krivulje brzina kojom se udio

ispunjenih kvadratica smanjuje daje fraktalnu

dimenziju.  Fraktalna dimenzija  opisuje

fraktalnu kompleksnost nekog objekta.»™(slika P

11/31)
log(4)/log(51/25)= 1.944448748...
Vrlo je jednostavan nacin izracunavanja

fraktalne dimenzije. Jedini¢na duzina je
razdijeljena na 3 jednake duzine. Svaka je
dugacka 1/3 jedini¢ne duzine:

+ Iogtmag(am 1413390105

ngHlHogE‘IZIE}— 1.583488138... —»

4 log(4)/log(2)= 2

'8_esmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetmnike; Zagreb, 2006., str. 30.
19 Ovo nam je poznato iz Cantorova skupa.
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r=1/3, N=4, tako dimenzija ovog fraktala iznosi D=In(4)/In(3)=1.26%°

Jedini¢na duzina koja je razdijeljena na 4 jednake duljine, od koje svaka iznosi V4
jedini¢ne duzine: r=1/4, N=8. Dakle, dimenzija je D=In(8)/In(4)=1.5.

Isto vrijedi i za primjer kada je jedini¢na duzina razdijeljena na 3 jednake manje
duzine. Svaka je dugacka 1/3 jedini¢ne duzine (r=1/3) i svaka se zamijenjuje uzorkom od 9
manjih duzina: N=9. Dimenzija ovakvog sloZenijeg fraktala iznosi D=In(9)/In(3)=2. Kod
posljednjeg fraktala uocava se razlika od prethodna dva fraktala. Ta se razlika oCituje u
tome da kada je 1/r, tada fraktal tezi beskonacnosti i potpuno prekriva ravninu, D=2.

Na primjer, obalna linija Velike Britanije ima fraktalnu dimenziju pribliznu 1.26,
slicno kao 1 Kochova krivulja, ali neSto manja nego obris tipicnog oblaka (oko 1.35).
Dimenzija 1 oznaCava nesto glatko, dok povecanje prema broju 2 oznacava vecu fraktalnu
kompleksnost.

2.3.10. Iteracija

Iteracija je postupak koji se uzastopno ponavlja. To je ponovljena primjena nekog
koraka ili pravila u algoritmu.?* Fraktalne slike nastaju postupkom iteracije — upornim
uzastopnim ponavljanjem racunskog ili geometrijskog postupka.

Helge von Koch sluzio se iteracijom u crtanju svoje krivulje, a nije ga zaobiSao ni
Cantor u ozna¢avanju svoga skupa.

Naveden je klasi¢an primjer za iteraciju. Video kamera uzivo snima ekran na kojem
se prikazuje slika koju kamera snima, §to proizvodi beskonacan «tunel» unutar ekrana.
Svaki ekran manji je od prethodnog i njihove slike iS¢ezavaju u jednoj tocki. Ta tocka se
zove atraktor sustava. Ako se doda jo§ jedan ekran, na svakom se ekranu tada vide dva
ekrana, na svakom od njih opet dva ekrana, itd. Sto je vise ekrana, moguéa je veéa
raznolikost. Sad ekrani nisu svi jedni unutar drugih, ¢ime je grani¢ni skup slozeniji. Takav
se atraktor naziva «Cudni atraktor» 1 moze poprimiti raznolike fraktalne oblike, odlucujuéi 1
Cantorov skup.

2.3.11. Primjena iteracije

Engleski ekonomist Thomas Malthus (1766-1834) primijetio je da populacijski broj
raste eksponencijalno, a proizvodnja hrane se povecava linearno. «Ekstrapolirajué¢i u
buducénost, predvidio sam da ¢e sve $iri procjep izmedu potreba i dostupnih resursa dovesti
do masovne gladi na cijelom svijetu.»? No, taj model ima mnogo nedostataka jer
pretpostavlja konstantan porast stanovniStva, a ne vodi ratuna o negativnom povratnom
ucinku populacije, tj. o tome da ¢e se u jednom periodu broj ljudske populacije smanjiti.
Malthus je zamislio idealnu situaciju, ali ona u stvarnosti nije moguca. Kada jednom
populacija dosegne odredenu razinu, ukljucuju se «kocnice» 1 porast se zaustavlja.

1840. godine belgijski matematicar Pierre Francois Verhulst (1804-1849) usavrsio je
Malthusov model. On je, naime uzeo u obzir populacijski negativan povratni ucinak.
Pretpostavljaju¢i da je populacija neke vrste (npr. riba, ptica...) u jednoj godini

.....

«jednostavna funkcija»®® populacije u prethodnoj godini, Verhulst je iznio realisti¢niji

2 In oznadava integral, pod tim znakom mozZe se pronaci na dzepnom racunalu.

2! Pomoéu algoritama mozemo izvesti slozenija rjeSenja jednostavnijim racunskim operacijama, npr. pomocu
tablice mnozenja. Kompjuterski se programi sluze algoritmima.

22 Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 52.

2 Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 53.
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model rasta populacije od Malthusa. Smatrao je kako je brzina promjene proporcionalna
odstupanju od maksimalne populacije i da ¢e se populacija u pogodnim uvjetima
stabilizirati i posti¢i ravnotezu. (slika 12/53)

2L, | o

NULTA GODINA

-
TREGA GODINA CETVRTA GODINA PETA GODINA

Ako jedne godine populacija padne ispod odredene razine, u sljedecoj ¢e godini teziti
povecanju. No, ako populacija previse poraste, borba za zivotni prostor i izvore hrane
utjecati ¢e na njezino ponovno smanjenje. Mozda bi se ovim modelom mogli posluziti u
shvacanju svijeta i njegove povijesti. Da li je u iteraciji zapisana tajna zaSto ljudi vode
ratove, zaSto je populacija zbog raznih bolesti varirala tokom godina? Mozda je to samo
sluc¢ajnost. Ali jedno je sigurno, populacija koju je ¢inilo u pocetku vrlo malo jedinki,
pretvorila se u mnogobrojne vrste. Ravnoteza se u prirodi jo§ uvijek odrzava. Malthus i
Verhulst omoguc¢ili su nam da shvatimo dijeli¢ te misterije koja je odrzala i nasu vrstu da
prezivi.

2.4. Teorija kaosa
2.4.1. Zametak teorije kaosa

Verhulst je svoju teoriju izveo pomocu jednostavne formule koja je danas poznata
kao logisticka jednadzba. Ona glasi: X sljede¢i = rx (1-X).

1970. godine ponovno je ozivjelo zanimanje za tu formulu i dovelo do nekoliko
najljepsih otkri¢a znanosti. Ta je jednadzba predstavljala zametak teorije kaosa.

Istrazivanje modela s povratnim u¢inkom gotovo da nakon Verhulsta nije naslo svoju
primjenu jer su bez elektroni¢nih pomagala takva izracunavanja bila prevelika i nisu
nailazila na zanimanje tadasnjih znanstvenika. Sama Verhulstova formula vrlo je
jednostavna, ali kako se postupak mora uvijek iznova ponavljati, na kraju postaje vrlo
slozena. Objasnjava se ovako: ako je x populacija u sadasnjem trenutku, tad je populacija
sljedece godine kao X sljedeci = rx sadasnji (1-x sadasnji), gdje je r neka konstanta koja se
moze prilagoditi populaciji koju proucavamo. Ako znanstvenike zanima dugorocno
kretanje populacije nekog sustava, ta se formula ponavlja kako bi se vidjelo $to ¢e se
dogoditi. Kod ovakvog izracunavanja koristi se postupak koji je ve¢ spomenut, a to je
iteracija. (slika 13/55)

Primjer 1.

Najjednostavnije je da za x uzmemo vrijednost izmedu 0 1 1, tako da 1 predstavlja
najvecu mogucu naseljenost riba u ribnjaku, dok 0 znaci pomor. Za r uzmemo proizvoljnu
vrijednost 2.6. Pretpostavimo da je x = 0.2. Tada je 1-x = 0.8, ax (1-x) = 0.2 x 0.8 = 0.16
pomnozimo s 2.6 i dobivamo broj 0.416. Postupak se ponavlja. Zapocnimo s 0.416 i dobit
¢emo 0.6317. Broj riba se povecava. Ako zapotnemo s 0.6317 dobivamo 0.6049.
Naseljenost riba opada. Zapo¢nimo s 0.6049 i dobivamo 0.6214. Populacija ponovno raste.
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Nakon toga, dobivamo 0.6117, 0.6176, 0.6141, 0.6162, 0.6150, 0.6156, 0.6152, 0.6155,
0.6153, 0.6154, 0.6154, 0.6154. Populacija raste i pada, ali na kraju doseze stalnu razinu.

2.4.2. Povratak Verhulstovoj jednadzbi

1970. godine ponovno je ozivjelo zanimanje za Verhulstovu formulu. To je
zanimanje pokazao Robert May (roden 1936.), ekolog koji se okrenuo izracunavanju
logisticke jednadzbe i izazvao ¢udenje kod svojih kolega znanstvenika.

May je otkrio Sirok raspon razli¢itih ponasanja populacija. Najjednostavnija bila je
stabilna ravnoteza. Populacija bi se ustalila na ravnoteZnom broju 1 ostala na ¢vrstoj razini.
No, pri povecanju osijetljivosti sustava dogada se oscilacija. Prevelika naseljenost u jednoj
godini dovodi do pada broja populacije sljedece godine, §to dopusta nagli rast u sljedecoj, i
tako dalje. Takav se uzorak ponavlja nakon svake dvije godine. (slika 14/59)

{
ozead——A\ l i

wosed LY/ N
RIBA | / | i s

L |
1 2 3 4 5 6 78 910 1 12 1B WIS

GODINA

Primjer 2.

Uzmimo r = 3.1 i izraCunajmo riblju populaciju. Po¢nimo s x = 0.2. Sljede¢a je
vrijednost 3.1 x 0.2 x 0.8 = 0.496. Pocevsi s 0.496 dobivamo 0.7750, potom 0.5407,
0.7699, 0.5492, 0.7675, 0.5531, 0.7662, 0.5532, 0.7626, 0.5612, 0.7633, 0.5600, 0.7639,
0.5592, 0.7641, 0.5587, 0.7643, 0.5585, 0.7644, 0.5582, 0.7645, 0.5582, 0.7645. Uzorak
brojeva sad se stabilizira na dvije vrijednosti, a ne samo na jednoj. | ponavlja se svake
godine.

TeZnja da se pri odredenim uvjetima, na kritiénim «bifurkacijskim tockaman?®
stabilno stanje promjeni, tj. rascjepi na dvoje, poznata je kao udvostrucenje perioda. Jedan
se atraktor rascjepi na dva i postaje atraktorski ciklus perioda dva. Graficki prikaz nalik je
na ra$lje. Daljnjim cijepanjem, koje se odvija se brze, ciklus dva perioda naglo se mijenja u
period Cetiri, period Cetiri u osam, osam u Sesnaest, i tako dalje.

2.4.3. Smokvino stablo

Biforkacije se zbijaju sve 1
brze 1 nagomilavaju u tocki
poznatoj kao Feigenbaumova ¢,qss
tocka. U toj tocki, sustav se krece

. N RIBA
prema  ciklusu  beskonacnog
perioda, nikad se ne ponavlja.
Ovakva struktura poznata je pod
imenom  «smokvino  stabloy. o
Podvostrucavanje perioda

13 14 15 16 17 8

24 Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocemike; Zagreb, 2006., str. 59.
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poznato je kao «kaskada podvostru¢enja perioda»® i vodi u kaos. No, otkrilo se da kaos
ima dijelove stabilnog periodicnog ponasanja. U podruc¢ju kaosa razabiru se tzv. prozori
reda. Najveéi od tih prozora predstavlja ciklus perioda 3. Prozor stabilnosti ili reda
prikazuje se u Feigenbaumovom dijagramu.

Istrazujudi iteraciju i bifurkaciju, 1977. godine Mitchell Feigenbaum otkrio je da se
omjer izmedu uzastopnih bifurkacija ubrzano giba prema konstanti 4.669201660910... Taj
se niz brojeva naziva Feigenbaumova konstanta.® Ona se razli¢itim eksperimentima u
fizikalnim laboratorijima pokazala tocnom. Od velike je vaznosti jer se kaskada s
podvostru¢enjem perioda u matematici pocela pojavljivati u stvarnim, medusobno rali¢itim
sustavima. MatematiCari prije Feigenbauma mogli su samo zamisljati da ¢e se takvo §to
poceti uocavati u prirodi. Podvostrucenje perioda je opce prirodno nacelo i nalazi se npr. u
povratnom pojac¢anju zvuka ili zvuku pokvarene slavine. Fizikalni primjeri otkriveni su u
laboratorijima diljem svijeta. | gdje god se mjerila brzina uzastopnog grananja, pokusi su
davali rezultat na kojem se uocavala sli¢nost s Feigenbaumovim brojem 4.669201660910...

2.4.4. Teorija kaosa i fraktali

1975. godine u ¢lanku pod naslovom «Period tri podrazumijeva kaos», znanstvenici
Tien Yien Li i James Yorke prvi put su upotrijebili rije¢ kaos koja i danas kao takva stoji u
znanstvenoj literaturi. To je dovelo da stvaranja nove znanosti — teorije kaosa. Ona kaze da
postoji mnogo stvari koje mi jednostavno ne mozemo saznati i uzrokuje da se ljudsko
znanje na tome dijelu uvelike suzava.

Rezultati Lija 1 Yorkea pokazali su da «ciklus s periodom tri u sebi sadrzi 1 cikluse
svih drugih perioda». To je jo§ mnogo ranije dokazao Aleksej Sarkovski, no kako je pisao
na ruskom, njegovo djelo nije privuklo vecu pozornost medunarodne znanstvene zajednice.
Sarkovski je dokazao postojanje ¢arobnog niza i koji u stvarnosti pretstavlja redoslijed
kojim razni periodi stizu u smokvino stablo.

Teorija kaosa ima neke vrlo pozitivne aspekte. Ona podrazumijeva da se neke vrlo
velike promjene mogu izazvati uz minimalan napor. Npr. svemirski brod se moze gibati po
Sunéevu sustavu ako ga se tek neznatnim pokretom pokrene u pravome smjeru. Zivot se
covjeku moze radikalno promjeniti uz pomo¢ neznatnog napora volje u pravome trenutku.
Kako je 1 sam Mandelbrot to rekao, obiljezje kaosa su fraktalni atraktori, a fraktali su
uzorci kaosa.

2> Lesmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetnike; Zagreb, 2006., str. 61.
% Feigenbaumova konstanta ili broj opéa je univerzalna konstanta, kao i broj = (omjer opsega kruznice i
njezinog promjera, iznosi 3.141592654...). Primjenjuje se u realnom svijetu kao i u kompjutorskim
simulacijama.
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3. OTKRICE FRAKTALA
3.1. Zivot i rad Benoita Mandelbrota
3.1.1. Prethodnici Benoita Mandelbrota

U vrijeme 1. svjetskog rata, francuski matematicari Gaston Julia (1893-1978), student
Henrija Poicaréa i Pierre Fatou (1878-1929) proucavali su racionalna preslikavanja®’ u
kompleksnoj ravnini.”® Julia i Fatou pazljivo su istrazili proces iteracije. Njihovi su radovi
ostali uglavnom nepoznati, ¢ak i1 ve¢ini matematicara, jer se bez suvremene kompjutorske
opreme nisu mogle dokazati njihove zamisli i teorije. Dobro im je bio poznat pojam
samoslicnosti. Julia je proucavao preslikavanje i1 tako stvorio nove pojmove. Jedan od tih
pojmova jesu i repelori.?® Granica izmedu ploha koje skupljaju kisu sastoji se od odbojnih
tocaka koje guraju susjedne tocke od sebe. Te su granice vrlo slozene 1 poznate su pod
nazivom «Julijini skupovi». Ni Julia ni Fatou nikada zapravo nisu vidjeli Julijin skup. Prvi
pokusaj prikaza skupa pojavio se u jednom ¢lanku 1925. godine. No, ni tada skup nije bio
potpuno to¢no prikazan. Nazalost, ti znanstvenici nikada nisu vidjeli sve ¢udesne oblike
koje €ine Julijini skupovi. Tek su nakon uvodenja suvremenih kompjutora Julijini skupovi
zasjali u punom svjetlu i otkrili svoje najsitnije detalje.

Osoba koja je najzasluznija za otkri¢e prikaza Julijinih skupova i samih fraktala jest
Benoit Mandelbrot.

3.1.2. Benoit Mandelbrot

Benoit Mandelbrot roden je u VarSavi 1924. godine u relativno imu¢noj obitelji.
Njegov otac bio je uspjeSan veletrgovac odje¢om, a majka cijenjena zubarica. Bili su
litvanski Zidovi. Kad je Benoit imao 12 godina njegova je obitelj odlugila napustiti Poljsku
1 nastaniti se u Parizu jer je holokaust u to vrijeme ve¢ poceo. U Parizu su imali prijatelje
koji su im nasli smje$taj i posao. lako je ta selidba bila teSka za sve, pa i za mladog
Mandelbrota, imala je smisla. Benoitov stric Szolem Mandelbrot, o¢ev mladi brat
matematicar uzeo je djecaka pod svoje okrilje. Govore¢i o svojoj proslosti, Mandelbrot se
sjeca: «Upravo zahvaljuju¢i mom stricu Szolemu, jo§ kao djetetu mi je postalo jasno da je
matematika zivi organizam. Otac 1 stric su se, moglo bi se reci, otimali za moju dusu.»
Njegov otac Zelio je da se Benoit u Zivotu bavi ne¢im stabilnim i usmjeravao ga na
inZenjerstvo, dok je s druge strane stric htio da se bavi vjezbanjem najapstraktnijeg dijela
mozga i smatrao kako bi trebao postati matematicar. Moglo bi se re¢i da su obadvojica
pobijedila u toj utrci jer je Mandelbrot kasnije tezio spojanju apstraktnog s realnim.

2" Transformacija ili ravninsko preslikavanje je pravilo kojim se polazeéi od zadane tocke odreduje neka
druga tocka.

%8 Kompleksni brojevi nastaju kada postoji kvadratni korijen negativnog broja. Uvedeni su kao pomoéno
sredstvo za rjeSavanje kvadratnih jednadzbi i za dobivanje rjeSenja kubnih jednadzbi. Oni iskazuju dublje
uzorke stvarnosti nego §to to mogu realni brojevi. Kompleksna ravnina je graficki prikaz kompleksnih
brojeva na dijagramu. Takav prikaz osmislio je 1685. godine matematiar John Wallis (1616-1703). U
ravnini su prikazani odnosi izmedu imaginarnih i realnih brojeva. Kada se jednadzbe u kompleksnoj ravnini
iteriraju uz pomo¢ kompjutora, pojavljuju se izuzetni oblici poput Mandelbrotova skupa.

 Repelori ili odbojnici.
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Kad je 1940. godine Pariz pao pod nacisticku Njemacku, obitelj je pobjelga na jug.
Benoit je pogeo uéiti zanat za bravara. Skolovao se neredovito i isprekidano. Nikad nije
ucio abecedu, a u tablici mnoZenja stiago je do mnoZenja s brojem 5. Medutim, njegov
prakti¢ni odgoj otvorio mu je nova vrata u pogledu na svijet. Imao je sposobnost vidjeti
oblike koji su licni u prirodi. Primijetio je da je ogoljelo drvece zimi slicno uscu rijeke ili
anatomskim crtezima krvozilnog sustava. Medu svim oblicima, najvisSe ga je ocarala
cvjetaca. Ako se sa cvjetace otkidaju sve manje i manje grancice, one do izvjesne mjere
nalikuju cijeloj cvjetaci.

Mandelbrotu je od malena bilo jasno da ¢e postati matematicar. Stric Szolen pruzio
mu je primjer da se od matematike moze i zaradivati za zivot. ZavrSetkom rata, Mandelbrot
se vratio u Pariz i, bez ikakve pripreme, pristupio prijemnom ispitu za upis na francusko
sveuciliste. Uz pomo¢ vlastite geometrijske intuicije uspio je prikriti nedostatke svoje
naobrazbe, i1 polozio je ispit.30 Vrlo brzo je shvatio da ima sposobnost predocavanja
«oblika» nekog matematickog problema. Svaki oblik mogao je odmah preoblikovati,
mijenjati mu simetrije i stvoriti sklad. RijeSenja tih preobrazbi vodila su fizici i kemiji, no
shvatio je kako nemaju svi oblici geometrijsku sli¢nost i kako se iza toga krije nesto
mnogo vece.

Kako je u to vrijeme matematika u Francuskoj bila pod utjecajem nekolicine
dogmatskih matematicara, koji su se skrivali iza pseudonima «Bourbaki»*!, Mandelbrot
¢esto u svojim istrazivanjima nije bio dovoljno shvacen. Smatralo se da su slike prolazne i
neprikladne za uzviSenost Ciste matematike i da bi mogle matematicare odvesti na krivi
put. Mandelbrot se nije mogao pomiriti s takvim nacinom razmisljanja i svim snagama se
pokusavao oduprijeti njihovom snaznom utjecaju. On je htio matematiku, geometriju koja
¢e objasniti «stvarni» svijet. TraZio je kako bi mogao matematikom opisati prirodu 1
njezine procese.

Ozenio se, napustio Francusku 1 preselio se u Sjedinjene Americke Drzave.

Moguce je da se bez nepodnosljivog Bourbakijevog utjecaja nikada ne bi razvila
fraktalna geometrija i mi bismo jo§ dan danas ¢ekali otkrice Mandelbrotovog skupa.

Dobio je posao u IBM-u u New Yorku. IBM mu je dao sredstva, uredaje, istrazivacku
ekipu te intelektualnu slobodu da istrazuje bilo koje podrucje koje ga zanima.

Svoje znanje je crpio iz ¢lanaka koje su drugi matematicari bacali u smece. U potrazi
za starim, neuglednim casopisima Mandelbrot je naiSao na istrazivanje jednog
ekscentricnog matematicara koji se zvao Lewis F. Richardson. Najvise ga je zainteresirao
Richardsonov c¢lanak iz 1961. pod naslovom «Koliko je dugacka britanska obala?».
Pokazalo se da je to, naizgled jednostavno zemljopisno pitanje dovelo do razotkrivanja
osobina fraktalne geometrije. Richardson je zakljucio da duljina morske obale nije dobro
odredena. On je svoje rezultate prikazao graficki u ovisnosti o veli¢ini mjernoga Stapa.
Mandelbrot je kasnije shvatio da nagib linija na Richardsonovom dijagramu predstavlja
Hausdorffovu dimenziju obalne linije. Tako je iz njegovih podatak Mandelbrot izra¢unao
da britanska obala ima fraktalnu dimenziju oko 1.26°%. Tako bi se Richardsonovo pitanje
moglo preoblikovati: «Koliko je naborana britanska obala?». Danas na to pitanje
odgovoramo pojmom fraktalne dimenzije.

Mandelbrot je sve viSe primjecivao uzorke koji su se ponavljali — od razine rijeke
Nila do raspodjele kratera na Mjesecu. Oblici poput Cantorova skupa® ili Kochove

%0 U ispitu su se nalazili zadaci iz algebre i analize.

31 (Bourbaki» su dobili naziv prema Nicolasu Bourbakiju, francuskom generalu iz 19. stolje¢a. Sastajali su se
potajno i imali velik utjecaj na razvoj matematike, ne samo u Francuskoj, ve¢ i u cijeloj Europi.

*2 Priblizno kao Kochova krivulja.

% Varijacije Cantorovog skupa pojavljuju se posvuda, od uestalosti rijei i slova u jeziku, do $uma u
telefonskim linijama.
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krivulje bili su prisutni svugdje u svijetu prirode.** Uogavajuéi da je fraktalna geometrija
geometrija prakti¢nog, stvarnog svijeta, napravio je «fraktalni otok»(slika 15/82)
N : ~ =3

i nazvao ga «Kochov otok». Njegova je fraktalna dimenzija iznosila D = log3/logV5.

3.1.3. Prakti¢ni problem

Na samom pocetku svoje karijere u IBM-u, Mandelbrot je odlucio rijesiti prakti¢ni
problem koji je zanimao i zabrinjavao njegove poslodavce. Podaci u kompjutorima tvrtke
bili su izbrisani ili izobliCeni nakon iznenadnih Sumova koji se nisu mogli ukloniti ni
predvidjeti. Takvi su se podaci dalje prenosili s jednog kompjutora na drugi i tvrtku su
stajali mnogo novca. Mandelbrot je tome problemu pristupio na jedan, sasvim nov nacin,
tako §to je na njega primijenio svoje znanje iz matematike. Njegovi su proracuni otkrivali
da su te pogreske fraktalne, tj. da su samosli¢ne na svim razinama, i da se to nastavlja do u
beskonacnost. RjeSenje je bio Cantorov skup. Iako IBM-ovi inZenjeri nisu mogli shvatiti
Mandelbrotovo rjeSenje, u sustav je uveden princip rada koji je ponistio interferenciju 1
rijesio tvrtku dodatnih gubitka.

3.1.4. Povratak Julijinim skupovima

Jo§ dok je Mandelbrot bio student, njegov ga je stric potaknuo na proucavanje
¢lanaka Julia i Fatoa iz 1917. godine. Procitao ih je, ali nije vidio §to bi mogao s time
povezati. Stric je bio veoma razoCaran. Trideset godina kasnije, nakon §to je dobro
upoznao princip rada kompjutora, vratio se tim c¢lancima i doSao do otkrica samog
Julijinog skupa.

Transformacijom formule z — 7’ +c, koja omogucuje preslikavanje ravnine na samu
sebe,*® Mandelbrot je, po prvi put pomoc¢u kompjutora, vidio kako izgledaju Julijini
skupovi. Njih je nazvao «samokvadrirani zmajevi».

Julijini skupovi za ovo preslikavanje ovise samo o vrijednostima parametra c. Kad je
¢ malen, oni su jednostavnije petlje, poput naboranih kruznica. Za c koji ima velike

% Tako je i nastala knjiga Benoita Mandelbrota «Fraktalna geometrija prirode» («The Fractal Geometry of
Nature», W. H. Freeman, New York, 1977.)

% Preslikavanje kompleksne ravnine na samu sebe dobiva se na nagin da se iz jednog kompleksnog broja
dobije drugi kompleksni broj.
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vrijednosti, fraktali se sastoje od nebrojivo mnogo odvojenih toc¢aka, koji su rasprseni i
slicni Cesticama prasine. (slika 16/88)

TRAZIO Sam
NEKU PRAVILNOST 1ZA Lz
TE DIHOTOMIJE. e

KOJ1 JE
VELIKT PLAN TU
NA DJELU?

£TO DITELI POVEZANE
JULITINE SKUPOVE OD
ONIH PRASINASTIH?

LALLRR LA
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Dakle, Julijini skupovi mogu se podijeliti u dvije
glavne vrste, nepovezani®® i povezani®’. Nepovezani se
podudaraju sa svojstvima Cantorova skupa, dok povezani
¢ine niz linija: jedna zatvorena krivulja, petlje unutar petlji
koje se opet nalaze unutar drugih petlji... Na granici |&&S
nepovezanih i povezanih Julijinih skupova nalaze se [ _~9 &
izrasline ili dendriti. Sastavljeni su od grana koje se W
neprekidno dalje granaju.®® (slika 17/89)
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AR

3.1.5. Otkri¢e Mandelbrotova skupa

1980. godine Mandelbrot je doSao na ideju da izradi kartu koja bi prikazala odnos
izmedu povezanih i nepovezanih Julijinih skupova. Ako je skup na odredenome mjestu bio
povezan, toCka na karti obojala bi se crno, dok bi se podrucje na kojem je bio nepovezan
Julijin skup obojalo u bijelo. Ako je skup nepovezan, to¢ka ide u beskonacnost. U
suprotnom, tocka ne ide u beskonac¢nost i skup je povezan. Tako se objasnjava
Mandelbrotov skup: to je skup tocaka ¢ za koje je Julijin skup preslikavanja z — z° + ¢
povezan.* (slika 18/92)

% Njihov ¢ ima veliku vrijednost.

%" Njihov ¢ ima malu vrijednost.

%8 Vrlo su slabo povezani, jer kad bi se uklonila samo jedna to&ka, dendriti bi se rascijepili na dva djela.
% Ako c pripada Mandelbrotovom skupu, Julijin skup je povezan. Ako je ¢ izvan Mandelbrotova skupa,
Julijin skup je nepovezan.
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Kad je prva slika pocela izlaziti iz pisaca, Mandelbrot i njegovi kolege mislili su da je
doslo do pogreske u programu. Slika je izgledala ¢udno i sasvim neocekivano. «Rade¢i do
kasno u no¢ u podrumu laboratorija na Harvardskom sveucilistu, Mandelbrot i njegov
pomo¢nik su tijekom nekoliko tjedana istraZivali novootkriveni svijet.»40 Ubacujuci
neprestano nove koordinate u svoj program, sve su dublje ulazili u granice novog skupa.
(slika 19/91)
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Gore: povijesni prvi
- kompijutorski otisak
novog skupa H——— . -
~ Karta
L IR

NATEOKANTHNITE
OTKRICE BILO JE U TOME
7O 5U SE, DUBOKO UKOPANE
», USRED PRSTAVE PIENE NA GRANICI
NASKUPA, POTAVILE SICUSNE KOPIJE,
GOTOVO POTPUNO ISTOVIETNE
IZVORNOM SKUPU

Mandelbrotov je skup vrlo sloZen i niti jedan kompjutorski program ne moze odrediti
pripada li mu neka tocka ili ne. On je, u odredenom smislu, neizracunljiv. Uvecavajuci
njegove dijelove, on postaje sve «zakucastijin. Misuhiro Shishikura je 1991. godine
dokazao da granica Mandelbrotova skupa ima fraktalnu dimenziju 2. Unato¢ tome, jo$
nitko nije odredio potpunu povrSinu Mandelbrotova skupa.

%0 esmoir — Gordon N., Rood W., Edney R.; Fraktalna geometrija za pocetnike; Zagreb, 2008., str. 91.
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4. PRIMJENA FRAKTALA
4.1. Mandelbrotov skup u prirodi
4.1.1. Matematika nabora

Mandelbrotov skup* prepun je bora i pregiba, kao i svijet prirode. Sve do otkri¢a
fraktalne geometrije, svijet se nije mogao u potpunosti opisati.

Samosli¢nost se neprestano pojavljuje, kako u okolini, tako i kod slozenijih
organizama. Isti se oblici pojavljuju u mno$tvu razli¢itth okolnosti, u razli¢itim
materijalima, koji mogu biti organski ili anorganski. Svaki dio planine sli¢i cijeloj planini,
listi¢ paprati izgleda kao cijela paprat, djeli¢ krvozilnog sustava sli¢an je cijelom sustavu, a
nalikuje stablu, rije¢nom uscu, potoku... Predlosci koje priroda rabi u pronalasku odredenih
rije$enja, koja su za mnoge razligite probleme jednaka®, jesu fraktalni.

Primjer 1.

Gledajuc¢i gotografiju oblaka nemoguce je zakljuciti koliko je velik. Oblaci u svim
mjerilima izgledaju jednako.

Primjer 2.

Oblaci nastaju kondenzacijom si¢usnih kapljica vode. Nakon §to se oblikuju, u nekim
svojim toCkama pocinju privlaciti nove sicusne kapljice. To se stalno iznova ponavlja i
tako nastaju uvjeti za nastanak fraktala.

Primjer 3.
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(slika 20/102)

Zamislimo nasad pravilno rasporedenog drveéa. Ako se zapali samo jedan listi¢,
cijelo se stablo zapali. Vatra se po€inje $iriti na susjedno drvece. Ne mozZemo znati koje ¢e

*! Mandelbrotov skup ili skup M.
*2 Kao primjerice, kako vodu s kopna crpiti u more, ili kako krv iz srca prenijeti u vrhove prstiju i opet
natrag.
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se drvo prvo zapaliti, ali znamo kako ¢e se vatra dalje Siriti jer ima fraktalnu granicu. Isto
se nacelo moze primijeniti i na Sirenje zaraznih bolesti ili na polarnost magneta. (slika
21/103)
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4.1.2. Viskozni prsti

Eksperiment, koji nosi naziv po liverpulskom profesoru Hele — Shawu, ukazuje na
fraktalnu strukturu koju zovemo viskozni prsti. Voda se usStrcava kroz malu rupicu u
sredinu tankog sloja ulja stijeSnjenog izmedu dviju staklenih ploc¢a. U pocetku se voda Siri
jednoliko, ali granica izmedu tih dviju teku¢ina ubrzo postane nestabilna i razlomi se u
listice koji su razgranati poput fjordova. Sve se to u obliku fraktala §iri lepezasto prema
van, 1 podsjeca na rast koralja ili biljaka. Koralji rastu prema van zahvaljujuéi agregaciji.
To znaci da se novonastali sloj tvari taloZi na prethodni. Sve je to nalik na drvece 1 snjezne
pahuljice.

4.1.3. Ljudsko tijelo i fraktali

Cijelo naSe tijelo stvoreno je od fraktala, dakle mi smo fraktalni. NaSa pluca,
krvozilni sustav, mozak nalikuju drve¢u. To su fraktalne tvorevine. Vecina objekata u
prirodi — ukljuujuci i ljudska bi¢a — sastoji se od mnogo razli¢itih vrsta fraktala,
medusobno isprepletenih, s pojedinim dijelovima kojima se razlikuju fraktalne dimenzije.

Primjerice, bronhijalne cjev¢ice imaju jednu dimenziju u prvih sedam generacija
grananja, a druk¢iju pri daljnjem grananju. PovrSina usporediva s veli¢inom teniskog
igraliSta u naSim je plu¢ima zbijena u obujam od tek nekoliko teniskih loptica. Ljudski je
mozak naboran, pun pregiba i zavijutaka i1 pritom se viSestruko presavija sam oko sebe.
Zato je fraktalan.
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4.2. Fraktali i istrazivanja

Svi oblici koje poprima priroda slijede matematicka pravila, i pri tome iskazuju
hrapavost i nepravilnost. Primjerice, kompleksne povrSine proteina se nabiru i omataju U
priblizno trodimenzionalnom prostoru kojemu je dimenzija 2.4. Antitijela se vezu za virus
zahvaljujuéi poklapanju sa specificnom fraktalnom dimenzijom povrsine stanice s kojom
¢e uci u reakciju.

4.2.1. Virusi i bakterije

Moleskulsi receptori na povrSinama svih virusa i bakterija su fraktalni. Gledaju¢i s
matematickog gledista, pravila fraktalne geometrije o€ituju se u njihovim tehnikama
pronalazenja polozaja, metodama kojima se sluze da bi odredili kemijske procese,
funcijama vezivanja za odredenu stanicu...

Uz pomo¢ fraktalne geometrije nacinjeni su modeli dinamike virusa AIDS-a.* Kako
se imunoloSki sustav pocinje raspadati, virus AIDS-a pocinje se ponaSati kaoti¢no.
Istrazivanja virusa u tom stadiju su ukazala na promjene u fraktalnoj strukturi samoj HIV-
a.

4.2.2. Primjena fraktalne geometrije u medicini

PovrSinske strukture stanica raka obiluju pregibima 1 naborima. Odlikuju se
fraktalnim svojstvima koja se vidljivo mijenjaju tijekom razli¢itih stadija rasta stanice raka.
Fraktalna se geometrija danas koristi za rano otkrivanje stanica raka u tijelu. Uz pomo¢
kompjutora dobivaju se matematicke slike koje otkrivaju hoce li rak zahvatiti stanice ili ne.
Ako su stanice jako fraktalne s njima neSto nije u redu 1 kao takve pokazuju svojstva
stanica raka.

Fraktalne se strukture mogu vidjeti i pomo¢u magnetske rezonancije. Istrazivanja i
procjene su usredotocene na grube fraktalne dimenzije kako bi se uspjesno mogli
razlikovati zlo¢udni tumori dojke od onih dobro¢udnih.

Kostani prijelomi se definiraju kao fraktalni. I sam izgled kostiju u kojima se nalaze
mjehuri¢i zraka, otkrivaju fraktalnu strukturu.

Otkucaji ljudskog srca €ine se pravilnima i ritmi¢nima, ali kad se detaljnije prouci
njihov vremenski redosljed, i tamo se otkriva fraktalna struktura. To je izuzetno vazno u
kardiologiji. Otkucaji nisu pravilni i uvijek se nailazi na sitne varijacije. Elektrokardiogram
najbolje pokazuje da srce kuca nepravilno. Takva nepravilnost smanjuje moguénost
oStecenja srca. Kad bi udarci srca bili pravilni pri svakom otkucaju, srce bi dozivljavalo
jednak napor. Src¢ana se bolest moze otkriti uz pomo¢ ekstremonog i aritmi¢nog fraktalnog
ponasanja.

4.2.3 Prakti¢na rjeSenja

U pocetku je fraktalna geometrija sluzila u praktiénim primjenama znanosti — U
podrucju nafte, minerala ili metala. Kasnije je postala osnovni oslonac za istrazivanje

* Najnovija otkria fraktalne geometrije usko su povezana s istraZivanjem povrsina.
* Virus AIDS-a naziva se HIV. Mnogi pacijenti ostaju HIV — pozitivni i dulje od 10-ak godina prije nego §to
virus odluci napasti.
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strukture polimera i keramickih materijala, nuklearne reaktore, za testiranje naprezanja u
naftnim buSotinama i aviona u turbulencijama. Pomoc¢u nje mogu se odrediti fraktalne
dimenzije pjesCanog Skriljca, oblici tektonskih rasjeda, razgranatost rijeCnih delta 1
kanalnih sustava. Pokazalo se da su fraktalni oblici najucinkovitiji za antene mobilnih
telefona.

4.2.4. Primjena fraktalne geometrije u povijesti i danas

Fraktalna se geometrija upotrebljavala u vojsci za otkrivanje mina usred prirodne
okoline, u pronalazenju i prac¢enju podmornica i brodova.

Avian Alexander sa Sveucilista Queens u Belfastu razvio je fraktalnu bazu podataka
otisaka cipela. Ta metoda u radu znanstvenika forenziara potpuno uklanja subjektivne
elemente identifikacije.

Fraktalna geometrija nasla je svoju primjenu i u ekologiji: pri upravljanju okoliSem i
njegovom proucavanju, npr. kiselih kisa, potresa.

Pokazalo se da svemir ima fraktalnu strukturu u mjerilima do 100 milijuna svjetlosnih
godina, s fraktalnom dimenzijom izmedu 1 i 2. Kozmolozi pomocu te €injenice sve vise
razmatraju teoriju nastanka svemira nazvanu «veliki prasak». Tako se razvija teorija i da je
svemir, zapravo, samoobnovljivi fraktal koji u beskonacnost sam iz sebe stvara nove
svemire. To bi znacilo da je fraktalna prostorna grada svemira i njegov vremenski razvitak.

Fraktalima i njihovom afinom transformacijom® koristi se i teorija evolucije Zivih
bica.

Sateliti iz svemira desetlje¢ima nas obavjeStavaju korisnim podacima o Zemlji.
Potrebna im je velika rezolucija slike koju je omogucila fraktalna geometrija. Veliku ulogu
imaju kompjuteri bez kojih bi sposobnost sazimanja slike, njihovog prijenosa i ponovnog
proSirenja kod primatelja bila nemoguca.

Fraktalnom se geometrijom, osim navedenih, bavi i ekonomija u objaSnjavanju
porasta i pada vrijednosti na trzistima.

4.3. Fraktali u umjetnosti
4.3.1. Fraktali u slikarstvu

Fraktali su se primjenjivali u umjetnosti i prije nego je Mandelbrot otkrio njihov
naziv i oblik.

U Mahajana budizmu, fraktalna priroda stvarnosti ilustrirana je u epu Avatansaka
Sutra kao metafora Indrine mreze, velikog pletiva od dragogo kamenja koje vise preko
palace boga Indre. Pogledom u jedan od tih dragulja u odrazu se vide svi ostali. Prikaz
takve mreZe poznat je kao mandala.® Fraktalna primjena je i u ornamentima islamske
umjetnosti, u tepisima i mozaicima; na keltskim upotrebnim predmetima, knjigama. Svijest
o matematickoj pravilnosti otkriva se u umjetnosti 1 arhitekturi starih Rimljana, Egip¢ana,
u civilizacijama Azteka, Inka i Maja u Srednjoj i Juznoj Americi. Fraktale je primjenjivao i
Leonardo da Vinci (1452-1519) u slici «Potop». U novije doba tu se isti¢u umjetnici poput
Salvadora Dalija (1904-1989), M. C. Escher (1898-1972), Jackson Pollock (1912-1956) i
mnogi drugi.

** Afina transformacija je postupak koji obuhvaca zakretanje, rastezanje i pomicanje slika iz prirode.
* Mandale su crtezi fraktalnog oblika koji sluZe u meditacijama budista.
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4.3.2. Fraktali u glazbi

Spektralna analiza glazbe, od klasi¢ne pa sve do dje¢jih pjesmica, pokazala je
neobi¢nu sli¢nost s uzorcima poznatima iz prirode, posebno s fraktalnom razdiobom
nazvanom «$um 1/f), koju nalazimo u zvuku vodopada ili valova. Sva glazba, od Bacha do
Beatlesa odlikuje se Sumom 1/f. Dakle, glazba je simulacija harmonije u prirodi.
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5. ZAKLJUCAK

Matematicki gledano, fraktali su sve §to nas okruzuje i sve $to jesmo. Cijeli se svemir
moze objasniti pomocu fraktalne geometrije, koja se u vrlo kratkom vremenu razvila i
objasnila do tad jos nedovoljno definirane oblike u prirodi.

Fraktalna je geometrija novi matematicki jezik koji se postupno kroz povijest i kroz
mnoga istrazivanja znanstvenika razvijao, da bi u proslom stolje¢u dostigao svoj vrhunac i
razinu na kojoj se sada nalazi.

Znanstvenik koji je najzasluzniji u otkrivanju fraktala je Benoit Mandelbrot. Od
svojih je prethodnika naucio biti uporan u svojim istrazivanjima i teziti za malim stvarima
koje ¢ine velika otkri¢a. Kao §to sam Mandelbrot kaze, svi oni koji i u najmanjoj mjeri
dotaknu temu vezanu uz fraktale i upoznaju se s njom, sve viSe u prirodi primjeéuju
fraktalne oblike, svojstvo samosli¢nosti i iteracije. Bez njegova bi rada pogled na svijet bio
nepotpun i mnoge stvari, koje danas posjedujemo i uzimamo zdravo za gotovo, ne bi do
dan danas razumijeli, na podru¢ju medicine, tehnologije i geografije, sve do umjetnosti.
Fraktalna se geometrija ne bi nikad toliko razvila bez kompjutorske pomoci, no, s jedne
strane, kompjutorska je tehnika doprinijela razvoju fraktalne geometrije, a s druge strane se
kompjutorom jo§ uvijek ne mogu objasniti neke fraktalne zakonitosti.

Ljudi su i prije definicije 1 otkri¢a samih fraktala u prirodi primjecivali oblike koje
nisu znali odrediti matematicki, ali su ih oponasali u umjetnosti — slikarstvu, arhitekturi,
kiparstvu, glazbi. Sklad koji je postojao u prirodi Zeljeli su prenijeti i u svoj Zivot.

Posredstvom fraktala i fraktalne geometrije, matematika ulazi u na$ svakodnevni
Zivot 1 njome mozemo objasniti sve $to nas okruzuje.
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