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1. Konveksni skupovi

1.1. Konveksni skupovi

Za skup S ¢ E kazemo da je konveksan ako on zajedno s bilo kojim dvjema svojim
tockama sadrzi i njihovu pravocrtnu spojnicu, tj. duzinu.
Drugim rije¢ima, skup S  E je konveksan ako ima svojstvo: kada god su to¢ke A, B elementi
skupa S, onda je duzina AB podskup skupa S.

Prazan skup i skup koji se sastoji od jedne tocke takoder smatramo konveksnim.
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Slika 1.1. Konveksan skup ( lijevo) i skup koji nije konveksan (desno)

1.2. Konveksni skupovi u ravnini

Jedan je od najjednostavnijin konveksnih skupova poluravnina. To je dio ravnine
kojem je granica pravac.



Slika 1.2. Pravac u ravnini odreduje dvije poluravnine. Svaka je poluravnina konveksan skup.

Presjek konveksnih skupova konveksni je skup. Naime, ako su S1 i S2 konveksni, tad iz A, B
e S1 N S2slijedi AB < S1 (jer je S1 konveksan)i AB c S2 (jer je S2 konveksan ), pa je
AB c S1 N S2 ; dakle, presjek je konveksan skup.

Potpuno istim dokazom mozemo potkrijepiti ¢injenicu da je i presjek nekoliko
konveksnih skupova konveksan skup.

Sto mozemo dobiti kao presjek konaéno mnogo poluravnina ? Neke moguénosti vidimo
na slici 1.3. Primijetimo da se na ovaj na¢in mogu dobiti omedeni 1 neomedeni skupovi.

Omedeni su skupovi uvijek mnogokuti - njihov se rub sastoji od dijelova pravaca.

Slika 1.3. Presjekom poluravnina dobivaju se skupovi poput ovih na slici.



Svaki se konveksni mnogokut moze dobiti kao presjek poluravnina. Ako on ima n
vrhova (i stranica), tad je potrebno uzeti presjek n poluravnina. Tako se, na primjer, trokut

moze dobiti kao presjek triju poluravnina.

Ako si zadamo tri nekolinearne tocke A, B i C u ravnini i odredimo najmanji konveksan

skup koji ih sadrzi, otkrit ¢emo da je taj skup upravo trokut.

Slika 1.4. Najmanyji je konveksan skup koji sadrzi tri zadane nekolinearne tocke trokut. Naime,
on mora Sadrzavati spojnice tih tocaka kao i spojnicu jedne tocke s tockama na spojnici
drugih dviju.

Ista se situacija ponavlja i za skup od kona¢no mnogo tocaka.

Konveksan mnogokut

Najmanji konveksan skup koji sadrzi konatno mnogo to¢aka koje nisu kolinearne’
konveksan je mnogokut. Vrhovi su mnogokuta neke od tih to¢aka (moguce je da neka od

zadanih tocka bude na stranici ili u unutrasnjosti mnogokuta).

! Kolinearnost - odnos medu to¢koma ili medu vektorima ( tri to&ke u ravnini ili u prostoru su
kolinearne ako se nalaze na jednom pravcu).
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Slika 1.5. Najmanji konveksan skup koji sadrzi konacno mnogo nekolinearnih tocaka ravnine

konveksni je mnogokut.

2. Poluprostori i poliedri

2.1. Poluprostori. Konveksni skupovi u prostoru

Za konveksne skupove u prostoru vrijede slicna svojstva koja imaju skupovi u ravnini.
Tako je, na primjer, presjek konveksnih skupova ponovno konveksan skup.
Osnovni je konveksan skup u prostoru poluprostor. To je skup svih to¢aka koji leze “s

jedne strane” ravnine.



Slika 2.1. Dvije ravnine dijele prostor na Cetiri dijela. Tri ravnine koje se sijeku u tocki dijele

prostor na osam dijelova.

Presjek je poluprostora ponovno konveksan skup. Dvije ravnine koje se sijeku dijele
prostor na cetiri dijela. Dvije paralelne ravnine (koje nisu istovjetne) dijele prostor na tri
dijela. Dva su medu njima poluprostori, a tre¢i je dio sloj. Tri ravnine koje se sijeku u jednoj
tocki dijele prostor na osam dijelova. Ovi su skupovi neomedeni. Moramo uzeti najmanje

cetiri ravnine da bismo dobili omeden skup kao presjek poluprostora.

Poliedar je konveksan skup prostora kojega se rub sastoji od kona¢no poligona. Pri
tome je svaka stranica rubnog poligona stranica jos§ jednoga rubnog poligona. Ako stranice
dvaju rubnih poligona nisu iste, onda one imaju zajednicku samo jednu tocku ili su

disjunktne.

Konveksan poliedar

Konveksan poliedar omeden je skup u prostoru dobiven kao presjek poluprostora.

Pritom iskljucujemo slucajeve degeneracije koji se mogu javiti ako se neke ravnine koje
odreduju poluprostore podudaraju.
Kako izgleda konveksan poliedar? Opisujemo ga pomocu njegovih elemenata: strana,

bridova i vrhova.



Slika 2.2. Konveksan poliedar. Opcenito, njegove strane mogu biti mnogokuti razlicitih

oblika.

Elementi poliedra

Strana poliedra je mnogokut. Ona je dio presje¢nih ravnina pomocu kojih je poliedar
nastao, a koji pripada poliedru.
Brid je dio poliedra u kojem se sastaju dvije strane.

Vrh je krajnja tocka brida. To je zajednicka tocka triju ili vise strana.

Strane su poliedra zaista konveksni mnogokuti jer ih mozemo zamisliti kao dio jedne
ravnine koji odsijecaju preostale ravnine. Tako je, na primjer, strana kocke dio ravnine Kkoji

odsijecaju Cetiri od preostalih pet ravnina.

Slika 2.3. Kocka je primjer jednostavnog poliedra. Dobiva se kao presjek Sest poluprostora i
ima Sest strana (prednju, straznju, donju, gornju, lijevu, desnu). Po dvije se strane sastaju u

dvanaest bridova, a po tri strane u jednom od osam vrhova. Ravnine koje odreduju strane



kocke u parovima su paralelne i jednako udaljene. Takoder svake su dvije susjedne strane

okomite.

Poliedar mozemo opisati i na drugi nacin.

Najmanji konveksan skup koji sadrzi vrhove kocke upravo je ta kocka. Naime, takav
skup mora sadrzavati bridove (to su spojnice to¢aka), mora sadrzavati strane (to su spojnice
toCaka s bridova) 1 mora sadrzavati cjelokupnu kocku jer se svaka njezina tocka nalazi na

spojnici dviju toc¢aka sa strana kocke.

Konveksni poliedri odredeni skupom toc¢aka

Ako je zadan konacan skup to¢aka u prostoru koje nisu komplanarne?, onda je najmaniji
konveksni skup koji sadrzi te tocke konveksni poliedar. Vrhovi su poliedra neke od zadanih

tocaka (moguce je da neka od njih lezi na bridu, strani ili unutar poliedra).

Najmanji konveksan skup koji sadrzi Cetiri nekomplanarne tocke nazivamo tetraedrom.

Tocke A, B, C, D njegovi su vrhovi. Tetraedar ima Cetiri strane, Sest bridova i ¢etiri vrha.

Slika 2.4. Tetraedar je najmanji konveksan skup koji sadrzi Cetiri zadane tocke. MozZemo ga

dobiti i kao presjek cetiri poluprostora koja su odredena s po tri od Cetiri njegova vrha.

2 Komplanarnost - geometrijski pojam; to&ke su komplanarne ako se nalaze u jednoj ravnini.
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2.2 Vrste poliedara

Za preciznu definiciju poliedra moramo se prvo upoznati s nekim osnovnim pojmovima iz
topologije.® Podskup U = R* “ je otvoren, ako zajedno sa svakom tockom sadri i neku
kuglu oko te tocke. Zatvoreni skup je komplement otvorenoga. Ekvivalentno, skup je
zatvoren ako sadrzi sve svoje rubne tocke. Rubna to¢ka skupa S — R*® je tocka sa svojstvom
da svaka kugla s centrom u toj tocki sije¢e S i komplement R* /S. Skup svih rubnih to¢aka od
S se zove rub od S i oznacava sa 0S. Unutrasnjost ili interior ( Int S ) skupa S je najveéi
otvoreni skup koji je sadrzan u S. Skup S < R*  je omeden ako je sadrzan u nekoj kugli.
Kompaktan skup u R* je onaj koji je omeden i zatvoren. Skup S < R* je lukovima

povezan, ako za svake dvije tocke u S postoji luk sadrzan u S ¢iji je pocetak u jednoj, a kraj u
drugoj tocki. Poliedar je tijelo ¢iji je interior povezan. Rub mu je povezan skup koji se sastoji
od kona¢no mnogo poligona, pri ¢emu se svaka dva od tih poligona ili ne sijeku ili imaju
samo jedan zajednicki vrh ili samo jednu zajednicku stranicu. Svaka stranica nekog od tih
poligona je zajednicka stranica tocno dvaju od tih poligona. Unija svih tih poligona zove se

rubna ploha ili rub poliedra.

Primjer: nekoliko poliedara

3 Topologija - grana matematike koja prou¢ava svojstva prostora vrlo opéenita karaktera i
neprekidne transformacije koje preslikavaju jedan prostor u drugi pridruzujuéi svakoj tocki
prvoga prostora jednu to¢ku drugoga prostora, tako da se ne narusi odnos "blizine" tocaka u
prostoru.
® U - unija skupova, R *- realni prostor
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Svaki se poligon rubne plohe poliedra zove strana poliedra, stranica svakog od tih poligona
zove se brid poliedra, a vrh svakog od tih poligona zove se vrh poliedra.

Primjer: "poliedarski torus"- ima 16 vrhova, 32 brida i 16 strana.

Poliedar ¢ija je rubna ploha homeomorfna sferi zove se jednostavan poliedar a njegova
rubna ploha poliedarska sfera. Za jednostavne poliedre vrijedi prostorni analogon
Jordanovog teorema.

Jordanov teorem:

Svaka poliedarska sfera S u prostoru rastavlja prostor na tocno dva podrucja koja zovemo

unutrasnjost i vanjstina poliedarske sfere S.

2.2.1.Tetraedar

Najjednostavniji poliedar je tetraedar. To je konveksna ljuska od Cetiri toc¢ke koje ne leze u
istoj ravnini. Rub tetraedra ¢ine Cetiri trokuta. Tetracdar se katkad zove i 3 -dimenzionalni
simpleks.® Tetraedar ima &etiri vrha, Sest bridova i Getiri strane (trokuta), Tetraedar je
pravilan ako su mu sve strane sukladni i1 jednakostrani¢ni trokuti (pa stoga i svi bridovi

jednake duljine).

®> To&ka je O-dimenzionalni simpleks, duZina 1-dimenzionalni simpleks, a trokut 2-dimenzionalni

simpleks.
11



Trostrana piramida
(tetraedar)

2.2.2 Piramida

Piramida je konveksna ljuska (ravninskog) poligona i to¢ke izvan ravnine. Taj poligon se
zove baza ili osnovica piramide, a ta tocka vrh piramide.
Visina piramide je udaljenost od vrha do baze. Ako je baza n — terokut, onda se piramida zove

n — strana piramida.

pobotka

poboé&ni brid

; 2 Osnovica
A, A3

Sesterostrana piramida

Bipiramida (dvostruka piramida) se sastoji od baze i dva vrha s raznih strana ravnine

osnovke. Svaka duzina koja spaja vrh bipiramide i neku tocku baze se naziva pobo¢ni brid ili
12



izvodnica piramide, a svaki trokut koji spaja dva susjedna vrha baze i vrh se naziva pobocka

ili pobo¢na strana piramide. Unija pobocki se zove plast piramide.

¢etverostrana bipiramida
(oktaedar)

Piramida je pravilna ako joj je baza pravilni poligon, a visina prolazi centrom baze.

Krnja piramida je poliedar koji je presjeCen ravninom paralelnom s ravninom baze

(osnovke). Udaljenost tih ravnina je visina krnje piramide.

krnja (&etverostrana)
piramida

13



2.2.3.Prizma

Prizma je poliedar koji je unija svih duzina koje spajaju pojedine to¢ke nekog poligona s
odgovarajuc¢im tockama njegovog translata za neki vektor a koji ne lezi u ravnini tog
poligona. Taj poligon i njegov translat zovu se baze (osnovke) prizme, a duzine koje spajaju

odgovarajuce vrhove zovu se pobo¢ni bridovi prizme.

b

A A

| |
b
asp |1 _ia
EJ’—T——‘L\4
sl $X N\ | poboéni brid
A‘¢\V/\0A3-
A2
peterostrana prizma

Rubna ploha prizme sastoji se od dvaju paralelnih poligona — osnovaka i pobocki koje su
paralelogrami.

Plast prizme je unija njenih pobocki. Visina prizme je udaljenost medu ravninama baza.
Duzina koja spaja dva vrha prizme a koji ne leZe na istoj pobocki prizme zove se dijagonala
prizme. Ako je baza n — terokut, prizma se zove n — terostrana prizma. Ako su pobocke
(odnosno poboc¢ni bridovi) okomiti na osnovku, prizma se zove uspravna. Prizma je
pravilna, ako je uspravna, a osnovke su joj pravilni poligoni. Ako je baza Cetverostrane
prizme paralelogram, onda se ona zove paralepiped. Ako je paralepiped uspravan, a baza mu
je pravokutnik, onda se to zove kvadar, a ako je baza kvadra kvadrat, a duljina pobo¢nog

brida jednaka duljini stranice osnovke, onda se takav kvadar zove kocka ili kub.

14



g

KOCKA PARALEPIPED KVADAR

Sazetak: Prizme, piramide i krnje piramide pripadaju klasi poliedara koji se zovu
prizmatoidi. Prizmatoid je poliedar koji ima dvije strane — osnovke — koje mogu biti bilo koji
poligoni, a leze u paralelnim ravninama, a sve ostale strane su trokuti ili ¢etverokuti, a vrhovi
svakog od njih leze u obje osnovke. Osnovka moze biti i tocka, tada je piramida, a ako je

jedna osnovka ¢etverokut, a druga duzina, onda je to tzv. Klin.

klin
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2.3. Teoremi i tvrdnje kod poliedara

2.3.1.Eulerov teorem

Ako sa v ozna¢imo broj vrhova, sa b broj bridova i sa s broj strana poliedra, onda je po

Eulerovoj formuli

V-B+S=2

Vv B S V-B+S=2

TROSTRANA 4 6 4 4-6+4=2
PIRAMIDA

KVADAR 8 12 6 8-12+6=2

n-TEROSTRANA n+1 2n n+1 (n+1)-2n+(n+1)=2n+2-2n=2
PIRAMIDA
Tvrdnje

1. Tezi$ta strana pravilnog tetraedra duljine brida a vrhovi su pravilnog tetraedra s bridom
duljine a/3.
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2. Polovista bridova pravilnog tetraedra vrhovi su pravilnog oktaedra.

4. Sredista strana pravilnog oktaedra vrhovi su kocke.

17



5. Sve prostorne dijagonale pravilnog oktaedra su medusobno jednake.

3. Pravilni (reqularni) poliedri

Poliedar je pravilan ako su mu sve strane sukladni mnogokuti, a iz svakog vrha izlazi
jednak broj bridova.

Brojevi strana, bridova i vrhova nekog poliedra nisu medusobno neovisni. Oni moraju
zadovoljavati Eulerovu ® formulu:
V+S=B+2

gdje je V broj vrhova, S strana, a B bridova poliedra.

® Leonhard Euler (Basel, 15. travnja 1707 .-Petersburg, 18. rujna 1783.), veliki je Svicarski

matematicar, fizicar i astronom. Utjecao je na razvoj cjelokupne matematike. 1726., po osnutku
Peterbuske akademije znanosti, odlazi Zivjeti u Rusiju gdje ostaje do kraja Zivota. Objavio je
velik broj znanstvenih radova. Usprkos poodmakloj sljepoéi, Euler je veéinu radova napisao pri
kraju Zivota. Prvi je promatrao funkcije kompleksne varijable i povezao trigonometrijske s
eksponencijalnim funkcijama. Uveo je analitic ke metode u teoriju brojeva o kojoj je objavio 140
radova. Jedan je od tvoraca suvremene diferencijalne geometrije. Poznata je njegova tormula V-
B+S=2, 0 odnosu broja vrhova, bridova i stranica u poliedru. Drzi se zaetnikom i feorije grafova.

18



Konveksni poliedar je pravilan, ako su mu sve strane pravilni poligoni, recimo p-terokuti,
a u svakom vrhu se sastaje jednako mnogo bridova,recimo q, ¢iji drugi krajevi ¢ine pravilan
g-terokut. Tada govorimo o {p,q}- poliedru, gdje je p broj stranica poligona (likovi koji ¢ine
poliedar, p>3), a q je broj bridova koji se sastaju u jednom vrhu.
Pitanja o poliedrima zanimala su ljude jo$ od davnina. Ve¢ u staroj Grckoj, bili su poznati
pravilni poliedri kojima su Grci pridavali nadnaravna svojstva, pripisivajuci im simboliku

Cetiriju prapocetaka.

Postoji samo pet pravilnih poliedara. To su (pravilni) tetraedar, heksaedar (kocka),

oktaedar dodekaedar i ikosaedar. To su tzv.Platonova’ tijela.

Dokaz: Koji sve brojevi p i g dolaze u obzir, da bi {p,q} poliedar bio pravilan ? Oc¢ito je da su
p1iq > 3. Svaki brid poliedra ima dva kraja, pa krajeva svih bridova ima 2b. S druge strane, q
krajeva bridova ulaze u svaki od v vrhova, pa ima qv krajeva bridova. Dakle qv = 2b. Nadalje,
svaki brid poliedra je brid to¢no dviju strana, pa ima 2b strana bridova. S druge strane, svaka

od s strana je omedena sa p bridova, pa ima ps strana bridova. Dakle ps = 2b.

7 Platon (427 -347 pr.Kr.) starogréki filozof - idealist, u€enik Sokrata, a ucitelj Aristotelov.
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v—-b+s=2

Z:Eb—b+£b
q P

_ 2pb— pbg+2bq
pPq
2:b2p+2q—pq
Pq
2p+2q-pq>0/-(-1)
pq-2p-2q+4<4
(p-2)(q-2)<4

2

qv:2b:>v=§b

ps=2b:>s:%b

mreza "buba mare"

Zbogp—2,q-2>1,jedine moguénosti za { p, q }su:
{3,3}.{3,4},{4,3},{3,5}.{5.3}

{3,3}- tetraedar

{3,4}- oktaedar

{4,3}- kocka

{3,5}- ikosaedar

{5,3}- dodekaedar

20



3.1. Primjeri pravilnih poliedara

Slika 2.5. Pravilan tetraedar pravilan je poliedar sa stranama koje su sukladni

Jjednakostranicni trokuti. Ima Cetiri strane, Sest (jednako dugih) bridova i Cetiri vrha. Ime mu

dolazi od grcke rijeci tetra-Cetiri.

) T——

Slika2.6. Pravilan heksaedar (kocka) pravilan je poliedar sa stranama koje su sukladni

kvadrati. Ima Sest strana, dvanaest (jednako dugih) bridova i osam vrhova. Ime mu dolazi od

grcke rijeci heksa-Sest.

21



Slika 2.7. Pravilan oktaedar pravilan je poliedar sa stranama koje su sukladni
Jednakostranicni trokuti. Ima osam strana, dvanaest (jednako dugih) bridova i osam vrhova.

Ime mu dolazi od grcke rijeci okto-0sam.

Slika 2.8. Pravilan dodekaedar pravilan je poliedar sa stranama koje su sukladni pravilni
peterokuti. Ima dvanaest strana, trideset (jednako dugih) bridova i dvadeset vrhova. Ime mu

dolazi od grcke rijeci dodeka-dvanaest.
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Slika 2.9. Pravilan ikosaedar pravilan je poliedar sa stranama koje su sukladni

Jednakostranicni trokuti. Ima dvadeset strana, trideset (jednako dugih) bridova i dvanaest

vrhova. Ime mu dolazi od grcke rijeci ikosi-dvadeset.

3.2. Polupravilni poliedri

Eulerova formula dolazi do izrazaja ve¢ i u svakodnevnom zivotu. Tako npr. znamo da je
nogometna lopta "buba mara", prekrivena pravilnim peterokutima i Sesterokutima i to tako da
su oko svakog (crnog) peterokuta sami (bijeli) Sesterokuti,a svaki Sesterokut granici (preko
svakog svog drugog vrha) s tri peterokuta. Moguce je i postaviti pitanje koliko ima
peterokuta, a koliko Sesterokuta na "buba mari" ?

Ako sa x ozna¢ima broj petrokuta, a sa y broj Sesterokuta, odmah uo¢avamo da je broj svih
vrhova na pripadnom konveksnom poliedru jednak 5x, a da je broj bridova jednak 5x + 3y/2
te da je broj strana jednak x +y.

Eulerova formula tada odmah daje 2x = y+4. S druge strane, bridova ima 3y + 3y/2, pa je 5x

+ 3y/2 = 3y + 3y/2, tj. 5x = 3y. Iz ove dvije jednadzbe, tada dobivamo x = 12, y =20.

X — broj petrokuta
y — broj Sesterokuta

V-B+S=2
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3
B=5Xx+—-
> y

S=x+y

V-B+S=2

3
5x—(5x+§y)+x+y:2 5x+gy:3y+gy

3 3 3
5X=5x——y+x+y=2/-2 5x=3V+—-y—>

2 y 2y 2y
-3y+2x+2y=4 5x = 3y

2Xx—-y=4
2X=4+y

6

gy: y+4/-5
6y =5y+20
6y -5y =20
y =20

Takoder imamo i razli¢ite vrste polupravilnih poliedara. Mozemo ih podijeliti na:
a) jednakokutne — polupravilne ili Arhimedove poliedre — to su poliedri koji imaju
sve prostorne kutove jednake (ali ne nuzno pravilne), a sve strane su pravilni poligoni,
koji nisu nuzno jednaki (kongruentni). Najjednostavnije su tzv. Arhimedove prizme,

tj. pravilne n-strane prizme s kvadratima kao pobockama.
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) .

Drugi primjer Arhimedovog poliedra dobijemo ako kod svakog vrha pravilnog tetraedra

brida a odsijeCemo pravilni tetraedar brida a/3

/N

N

/1N

N

b) jednakostrani — polupravilni poliedri —to su poliedri koji imaju kongruentne strane
(ali ne nuzno pravilne) i sve prostorne kutove pravilne (ali ne nuzno medusobno
jednake). Takvi su npr.pravilne bipiramide. Drugi je primjer rombski dodekaedar, koji

ima 12 sukladnih rombova za strane, a 14 pravilnih prostornih kutova od kojih 6
Cetverobrida 1 8 trobrida.
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Rombski dodekaedar

Kristale takoder mozemo pribrojiti poliedrima. Razlikujemo pravilne i1 polupravilne
kristale. U kristalografiji polupravilnih poliedara susre¢emo tzv. izoedre npr. kristal

kuprita (Cu20) , ili tzv. izoedar koji je omeden s 24 kongruentna nepravilna petrokuta.

izoedar (kristal kuprita)

Osim pravilnih konveksnih poliedara, promatraju se i pravilni zvjezdasti poliedri. Jos je
J.Kepler ® nagao dva tipa: mali i veliki zvjezdasti dodekaedar.

A.Cauchy ? je mnogo kasnije nagao jo§ dva tipa i dokazao da su to svi.

8 Johann Kepler - njemacki astronom (27.12.1571 - 15.11.1630) ,matematiar fizi¢ar &uven po
objavljivanju znacajnih znanstvenih otkri¢a na navedenim podruc jima

° Cauchy, Augustin Luis (Paris 21.8.1789 - Sceaux, 23.5.1857) veliki francuski matematic¢ar
zasluzan za strogo zasnivanje matemati¢ke analize pomoc¢u limesa. Postigao vaZzna dostignuéa u

mnogim podru¢ jima matematike.Po njemu se nazivaju mnogi pojmovi i teoremi.
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mali zvjezdasti dodekaedar

3.2.1. Lopte

Ikosododekaedar

Sastavljen je od 62 segmenta i to: Od 12 deseterokuta, 20 Sesterokuta i 30 kvadrata.

mreza ikosododekaedra
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ikosododekaedar

Plosnati dodekaedar

Sastavljen je od 12 peterokuta i 80 jednakostrani¢nih trokuta.

mreza plosnatog dodekaedra
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plosnati dodekaedar

Krnji ikosaedar
Sastavljen je od 20 Sesterokuta i 12 peterokuta. U crno-bijeloj varijanti ovaj ikosaedar

poznatiji je pod popularnim nazivom nogometna lopta.

mreza krnjeg ikosaedra
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krnji ikosaedar — nogometna lopta

Romboikosododekaedar
Sastavljen je od 20 jednakostrani¢nih trokuta 30 kvadrata i 12 peterokuta.

mreza romboikosododekaedra
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romboikosododekaedar

4. Prilog

4.1. Mreze pravilnih poliedara

Tetraedar
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Heksaedar (kocka)

Oktaedar

Dodekaedar
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Ikosaedar

st A A A 4
7\ \ A"
"\ J \ / y “\
/ \/ \ / \ \
o T 4 4 TRY 5. TR o YR
\ J ; ". ) \ ! ‘\ '
: \ / \ / /
s VAR VAR VAR
v . v

4.2. MreZe polupravilnih poliedara

mreza plosnatog dodekaedra
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mreza romboikosododekaedra

4.3.Arhimedova tijela

Starogrcki matemati¢ar Papo iz Aleksandrije (druga pol.I11 st.pr.Kr.) napisao je djelo od osam
knjiga pod nazivom "Zbornik radova". U njemu je sustavno skupio matemati¢ko znanje stare
Grcke. U petoj knjizi upisao je 13 Arhimedovih tijela. Tek sredinom XX st. nadeno je 14.
Arhimedovo tijelo. Naslo ga je viSe matematicara, a medu njima 1 hrvatski matematicar

Stanko Bilinski.'°

Polupravilni poliedar jest konveksni poliedar omeden pravilnim mnogokutima,a kutovi medu
stranama su jednaki. (kongruentni). Dijele se na tri skupine: Pravilne prizme, pravilne
antiprizme i Arhimedova tijela. Kombiniranjem dvjema, zatim trima vrstama pravilnih

mnogokuta dobivamo Arhimedova tijela.

10 Stanko Bilinski - matemati¢ar, roden 1909.Profesor na Prirodoslovno-matemati¢ kom fakultetu

u Zagrebu. Objavio je niz radova iz geometrije.
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U tablici, koja slijedi navedena je vrsta i broj pravilnih mnogokuta, te ukupan broj strana

kojima su omedena Arhimedova tijela.

Ime: broj broj broj 5- | broj6- | broj 8- | broj 10- | Ukupno:
trokuta: | kvadrata: | erokuta: | erokuta: | erokuta: | erokuta:

okrnjeni tetraedar 4 4 8
kubooktaedar 8 6 14
okrnjeni oktaedar 6 8 14
okrnjena kocka 8 6 14
rombokubooktaedar 8 18 26
veliki 12 8 6 26
rombokubooktaedar

ikosododekaedar 20 12 32
okrnjeni ikosadar 12 20 32
okrnjeni dodekaedar 20 12 32
zaobljena kocka 32 6 38
romboikosododekaedar | 20 30 12 62
veliki 30 20 12 62
rombokubododekaedar

zaobljeni dodekaedar 80 12 92

Ako tim tijelima u vrhovima odsijeCemo piramide, ¢ije su baze pravilni mnogokuti,a pri tom

zasijeCeni mnogokut bude opet novi pravilni mnogokut, dobit ¢emo okrnjena Platonova tijela.

Zasijecanjem kocke i oktaedra mogu nastati i tijela prikazana na slici:
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Modeli Arhimedovih tijela danas nalaze razli¢itu primjenu. Okrnjenim ikosaedrom

objasnjava se molekula fulerena C 60.
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4.4. Kratki pregled formula

Tijelo Cric Volumen Dplode MApDm cna
T V= o - ﬂﬁ
Kocka L %8 2 8= 6a!
'_‘_"E (]
- — Ve=abe d=f 2+ b+ ¢
Kvadar ml 5w 2ah+ b+ ca)
>k
Ako su hridowvi
L $, = & L [ckomit na csnovk,
Prizma Hg Va h. 5, = 2% g |prizma se naziva
T [ uspravnom; tada je
=
. Osnovka: poligon,
pobodje: trokuti sa
Piramida ﬁ\ Fe=— .S'F h § = 8, + 8§ |zajednickim vrhom
, Osnovka: pravilni
Pravilna ) n poligon sirapice g
Pi_['a_]ﬂ[da_ V:-j— 'Ej .’] ‘;btz L I
£ K ] "IFI'ijI:_di odons: X
IK_I_'H]'IE \ L"E {'sh 4:'?: +"'IS.F| I";.lla 1 _s:_sn -i-_f +S |I'il' :‘51‘: ={h - I}:.' x
piramida B losnovke w paralel-
RIM ravminania
ﬂsnriwlu poligona v
. - k e paraleloim ravnina-
o Ve3(S, + 45,4 5,)[5=5.+5, +5,, [ma: Sm - povikina
presieka ma polovini
visine #

V - volumen; § - DP[DEI,IE; Ap = poviiina pobotia; S, = povriing osnovke; k-

visina; x - visina dopunjka krnje piramide; S

At _"i”_ povtiing

gormpe i donje

csnovke piramide; { - osnowvel brid; L - opseg osnovke: o - prostorna dijagonala,

Pravilni poliedri (platonska tijela)

Tetracdar "&'ffff{" Oktacdar |  Dodekacdar Tkozuedar
Pobolke | 4 trokuta |6 kvadrata| B trokuta 12 peterokuta 20 trokuta
Bridovi 6 12 12 0
Vihovi 4 8 6 12
—1| A5 X
Cree? | 7 %%{
.......... V o
Oplosje §| S=v3 a° | 5 =6 o' |S=2V3 2’ |§ -l\EﬁolOv'ga: $=543 o’
2 2 ——a* Ve J3e45 a
Volumen | V="— o’ Vaa' |V=2=g V= y15+ Ws — | Tvy’ty
12 3 4
w 70°33 o 109°28' 11634 138°11"

9 - kut zmedu pobotki sa zajedniékim bridom; ostule oznake vidi na prethodnoj

stranici.
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4.5. Modeli pravilnih poliedara (fotografije)

40



41



4.6.Mreze 1 modeli lopti (fotografije)
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